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論文内容要旨
 本博士論文においては流体力学に現れる偏微分方程式の初期値問題に対する適切性について考察する。
 ここでの適切性とは,与えられた(空間変数における)関数空間Xに属する任意の初期データに対し,時刻
 丁>0があってσ([0,T)IX)に属する解が一意的に存在し,さらにその解が滑らか(正則)になることである。
 6([0,7);X)とは,Xに値を取る[0,7)上の連続関数のなす空間である。適切であるとき,常に㍗。。とするこ
 とができるならば時間大域的に適切であるといい,そうとは限らないときは時間局所的に適切であると
 いう。適切性は,実験によって得られた方程式が正しく現象を記述していることを数学的に保証する概
 念であり,様々な性質をもった初期データを扱うために関数空間が吟味される。
 13次元空間R"における非圧縮性流体を表すNavier-Stokes方程式を考える。同方程式においては,1960
 年代藤田一加藤らにより解の時間局所的な存在を示す理論が整備された。彼らは1/2までのオーダーの分数
 階微分が2乗可積分になる関数空間Hし/コにおいてNavier-Stokes方程式の時間局所的な適切性を証明した、
 ここでH腱は,所謂スケール不変な空間として重要性が指摘されている空間である。方程式に対応する
 自然なスケール変換を考え,その変換に対して不変となるノルムを持つような関数空間をスケール不変
 な空間という。スケール不変な空聞はNavier-Stokes方程式や非線形SchrOdinger方程式等,多くの非線形
 偏微分方程式において重要な役割を果たす。スケール不変な空聞上で適切性を示す藤田一加藤の方法は,
 ↓り、降多くの研究により改良が加えられているが,Koch-Tataru(Adv.Math.(2001))は,今まで扱うことので
 きなった特異性を持つような初期データに対して局所解の存在を証明した。彼らはスケール不変な関数
 空間。ηzσ1に属する初期データに対し,時間局所的な解を構成した。このωηo'1はFlljita-Katoの理論で解
 を構成できるものとしては最大の関数空間である。本博士論文の前半においては,Navier-Stokes方程式
 に対して。ητo'iに属する初期データから出発した解の一意性,正則性(解の滑らかさ)について考察する。
 2章においては,oηzo'1に属する初期データに対しσ(['0,T);わ1ησ1)に属する解は一意であることを証明す
 る。このクラスは現在知られている一意性の成立する空間としては最も広いものである。ここでわηzσ1は
 01ηolを真に含む空間である。解の存在においては01?Zσ1ではなくわ1η0'1に属する初期値から出発した解
 を構成するのは本質的に困難なことが知られているが,一意性の成立する解の空間としては代用するこ
 とができるという点で興味深いと思われる。
 証明においては,Brezis(Arch.RationalMech、Anal,(1994))の手法を参考に,まず時間オ=0付近での挙動
 に付加条件を課した解に対して一一意性が成り立つことをKoch-Tatarllの双一次評価を用いて証明する。次
 に,一意性のクラスに属する解がその付加条件を必然的に満たすことを証明する。こ鷹)(0く孟くT)を初期値
 とする解の存在時間が一様にとれることを示すのが証明の要であるが,その際BrezisによるPrecompact
 性を用いた議論ではなく,BA4α1ノルムを利用し,それぞれの解の存在時間を評価することがポイントと
 なる。
 次に,Koch-Tataruにより構成された解の正則性について考察する。Navier-Stokes方程式のような粘性
 項(拡散項)のついた発展方程式は,その平滑化作用により,解がその初期データに比べて滑らかになるこ
 とが知られている。しかし,その高階微分の時間減衰のオーダーなど詳しい数学的評価については,十
 分な研究は行われていない。3章においては,oηzゴに属する初期データから山発した解についての正則
 性を考察し,Koch-Tataruによって構成された解は局所存在時間[O,T)」1の各時亥1拷で,空間変数に関して
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 無限階微分可能であることを示し,特にそれらのガソルムが熱方程式と同じオーダーで時間減衰するこ
 とを証明した。また,各時刻孟においてその解は空間変数に関して解析的になることも証明した。
 証明においては,Stokes半群の平滑化効果に関連する熱核の高階微分の評価と儀我一儀我によって導入
 されたGrOIlwall型の不等式を用い,帰納的に高階微分の評価を導出する。また,解析性については,解
 がR"」二の各点においてTaylor展開できることをCauchyの判定法を用いて証明する。解の高階微分の評
 価が微分階数について,どのように依存するかを精密に評価する必要がある。
 なお3章における結果は早稲田大学の澤田宙広氏との共同研究に基づくものである。
 4章においては2次元平面R2における消散項のある聖地衡近似(QG)方程式の初期値問題を考える。この
 方程式はラプラシアンを・・一般化したα乗ラプラシアンを含み,熱方程式と同様に平滑化効果を持つ非線
 形偏微分'方程式である。物理学サイドにおいては海洋学,気象学に現れる方程式として研究されている
 他,数学サイドでも3次元Navier-Stokes方程式と数学的な構造が類/り、している方程式としても注目され,
 近年活発な研究が行われている。従来は時間大域的適切性が証明されている消散指数がα>i/2の場合の
 方程式の考察が.主であったが,最近はChae,Consむan[in、Cordobaらの貢献によって,より重要なα≦1/2の
 場合の研究も行われるようになった。α≦1/2の場合においては,Chae-Lee(Comm.Math.Phys.(2003))が
 Bcsov空間B`i2,イーに属する小さな初期データに対し,時間大域的な解の存在を証明した。その後,Ju(Comm.
 Math.Phys.(2004))がこの結果を改良し,より一般の関数空間であるHど'ゴ“に属する小さな初期データに対
 し,時間大域的な解が存在することを証明した。ここで,これらの初期値の空間はQG方程式に対するス
 ケール不変な空間であることに注意したい。さて,エネルギー法によるChae-Lee,Juの手法ではスケール
 不変な空間での任意の初期データに対する解の構成は困難である。4章においてはソボレフ空間Hコ『ム「に属
 する任意の初期データに対しQG方程式の時間局所的な解の存在を証明する。
 QG方程式においては,線形主要項の平滑化効果が通常の粘性項と比べ弱いため,従来の藤田一加藤型の
 解の構成法は適用できない。そこで,周波数空間における局在化作用素である2進型Littlewood-Paley作
 用素を用いて方程式を分解し,各周波数帯における解のL!一エネルギーの時間発展を考察する。この手法
 により,非圧縮条件から導かれるある種のcanceHadOnpropelty(相殺効果)を利用することが可能になる。
 その結果,交換子作用素を含む局所化されたエネルギー不等式が得られる。解を構成するためには,解
 のアプリオリ評価が必要となるが,その際,Littlewood-Paley作用素に対応する交換子評価と呼ばれるタ
 イプの不等式が高い正則性を持つ関数の積の評価に対して重要となる。
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 論文審査の結果の要旨
 三浦英之氏の学位論文の第一の結果は,BMOノルムの熱核による特徴付けとして有名なCalresα1測度
 を用いて,Navier-Stokes方程式の初期値がBMO'ヒに属する場合の強解の一意性を証明したことである。
 この方面の研究に関しては,Navier-Stokes方程式に限らず,対象とする方程式のCauchy問題が局所的に
 可解である初期値の関数空間をなるべく広くとることが重要である。適切性の観点からは可解性と一意
 性の関数空間の一致が望まれる。三浦氏はKoch-Tat肌1が可解性の証明の際に用いた,BMO'1ノルムをよ
 り局所的に詳細に分解することにより,彼らがなし得なかった解の存在時間を正確に評価した。この評
 価式は,基礎空聞であるC3が稠密ではないような広い関数空間に初期値が属する場合の非線形偏微分方
 程式の局所一意可解性問題に,新たな展望を開くものと期待されてよう。同氏の結果はすでに」Our.Fしmc.
 Anal.掲載され国内外に高く評価されている。
 さらに,Navier-Slokes方程式のK〔)ch-Tat肌1が構成した強解が空間変数について解析的であることを沢
 田宙宏氏との共同研究において証明した。Giga-Sawadaが通常のL1一空間で行った解の高階微分の評価式
 を初期条件がBMO'1である場合に拡張した興味ある結果が2番目の主題である。
 第3の結果は地球物理学に現れる2次'元半線形消散方程式(dlsspativequasi-geostrophicequatio11)に関し
 て,その局所適切性をスケール不変なSobolev空間で得ることに成功した。これはCommll.Math.Phy.に
 受理(accel)ted)されている。三浦氏の方法の利点は,Fourier変換を通して波数空間における関数の高周
 波の挙動を解析するため,非線形方程式の解のエネルギーの局在化を検証できることにある。解の存在
 証明にとって最大の障害となる解のエネルギーの集中の様子を追跡できる同氏の研究方法は,種々の非
 線形偏微分方程式の時間局所および大域的適切性の考察に有効であろう。
 また研究者として三浦氏は,地味ながらも一歩一歩着実に数学研究を続けると言ったタイプである。
 このことは計算が主要な部分を占める調和解析学や非線形偏微分方程式の研究にとって必要欠くべから
 ずことであろう。とりわけ,巧遅よりも拙速をよしとする最近の傾向に迎合するこなく,調和解析学の
 古典的な問題を考え抜く研究態度により興味ある3つの結果を得るに至ったと思われる。従って,三浦
 英之提出の論文は博十(理学1の学位論文として合格と認める。
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